
�

���������	
���
���	
�����	�����������	����

�

�

�������������

�������������	���

�������������	
�����
���������������
����������������������������

�

��������������������

������ �����!�"��
� ��
	���#�
����
����!�������������������������$$%&&�'�

�

�	������������

������ �����!�"��
� ��
	������(���
��
	���#�
����
����!�)�����������
���*�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�� 	�����	����!�����	��"�
���	�#�������$�



�

� %�

���������

��&��������	
���
���	
�����	����&	���	�����������	������������	'��(��'�'�����!����������

�������	
����)	��*�������!��	���&�����	����������������������������	�����+����	����������+����	���

�����+����������	������	����	�����	&��	
���
���	
����������	���'�����	'��(��'����	�,�

&�����	����������������������!��+����	��������!	������	�����	������������	��'�����'��������,�

�����������	��'�����!��������������	����	�����!������
,����&	����!��������!���������&	���	������

�	����	��	&���,�
	�����,���������	
����&	��������	�����������
������	&�������	
���������������

�������!���*�����	������&�	����������������	���������������	��������
�������&	������	���������

�����&&����	&���&����������	
�����������������	����	�����������������	���	���
�����	��	&��������

���������������	!���	����+��&���*���������!��	'��(��'�
�������	�!���������������������*�����

�	'��(��'��������������������������	
������������������-�������	
����������������������������

�	���������'������&�����	��������������������	&�	�����γ�.�/�00*�'�����1�!!���,�������2��3%//%4�

����������������������'�����	������
,���&�����	��������������������	&�	�����γ�.�/�0����



�

� 0�

	
� ����
�����
��

������,��	������	�!������+��&���	��������*�����	������	��������,��	�
��	��	�����	����&&����

���	���!�	���'�������������������&��5������!��!�
������	���&&�������,�������
�������	
�����	�����

�	���������	�������������*��	���&�����	����������	������
��'���������	���������	����������

���������,��	
�����������	
������!�	���"������$������
��&	������������,������,*����������	���

'�����+����
�����"����(�����������$�	����������������	�������������	��������������!����������������

�&&	������	�!�������������!������������������������	��&���	��&	������������	��*��+����
������	����	��

3+���*�678%9������,�������,�*�67:%4�����&����(	�����������������������&��*��	��	��,������������

�	
���
���	
����"���$��	����3-���������( 
�
��67;<9�����.���	
��������/
��������678;4���

�	��������
�����������&���,����������	������!�����
���	&��������������������&	��������������������

��������	&�����������	���	��	&���
�������	�!��������"�� $*�'��������������������������5�	��������

����������1	'����*����������������&������������������������	��������,��	'��	���������	�����	'�


�������	�!���������'�����������*��	'��(��'*�������"��!�*�+�	��������(
��
���3%///4*�0�����������

�,�*�3%///*�%//6*�%//%4$����������������*�'�������	����������	��	��������	����'����&�������

�������	���������	�������
�������
�����	���

0������������.���,
	��3677=4���	��������	����������	�
����������
���	&��������������*�

����	���!��������&&���	�����	*�����	���	&*���&&��������)����	������'��������������������&&������

�&&��������������������	��������	��	�����������*���&������!�����&����������������	
������������������

��&������	������>��!���?���������	
������������-��������,�����������!����0������������,1��3%///4�

&������*�	���	'��(��'*�������
���	��	&����������&������������*����!���������	���������	������	�������
��

�����������*����������	������������	���	&�������!���	����,�������������������	�!�
�����	���������

�����@������������������	&��������!�	'�*������	�&&��������	�����������	�����	��������
����A�������	�



�

� <�

�����������������B����������>�&&������?������������,��	�&&�������	�������	��(	�������������	����������

��	�!����	�!�	'�'�����������2�����!���������3��!�*���� ��*�677=4*����>�&&������?�������	�&&�������

������������'�������������������	&����������30������������,�*�%///4���C������	���������*����	����

'������&�����	������������	��������������	�������������������������3+����������,�*�%///�4�������

�	����'�������	���������������	���	�&&���������,�
���
����	�������
�����������&�	��������������

����������������������������,�'���	���������&�������"�	'�����'$�������
���	��	&�������	�&&��������

�������������������������������������������	���&�����	���������������������������������	����+����	����

0������������,��3%///*�%//6*�%//%4���������������&�������������
���	��	&��������	��������������

�5��������	&��	�����9��	'����*���������	�����	��	&��������	&&������	��������,���������,�	��

���������

�������&&������"D�!���!���$�������!*�����5�����	��	&�������������������	��'�����	�������	'��

������������	���	��&	������	����	�����	&��������	�!��������A���	�,��������!���������	���������������

���	�����	������������	��'����" ��E$����� ��E���,�	����,��	���	����!���	�����	'�����

�	��	����(	
� ���3%//%4���������2�����+�����
�2�3%//04��������&&����������	�������	���	'������

����D�!���!��������	��'�����	��������+����������	������	���������	
���
���	
�����+����	�����

���������'�,��������	'������	��	������+����������	�������&&���	���+����	�����������	�������	&�

�����+����������	&����� ��E��	�������������������!���������������	'���
	���������������	�������

	&����� ��E������� ��E��	����!����	'������������������	�����	�����	��������	��������

�	�����������	����!������������	����,������������&���'���������!��	�!(�������������	����

����,��	������	������	��	&�����D�!���!��������-������������	�����������!	������!�

�+����	�������
��!���������&	��������	����	��	&������	���������	����	&�������
	��������	
��������

���	
�����������"���*������&	��*������	��������������	���������	�$�����������	'������	�������!�����


��'�����������,���&&������
�������	�!���������&	���	������������	
�����	���������	�����	���



�

� =�

���������	�� ��E��	����	���������������������	����������������	�!�������������������������
��

>	
������?�'��������������	
����	���	����1	'����*�������,��	�	!���������!*�'����,�	��,�
���
���

�	��������������	�����'����������������	
���������*��������������������,������,����'��

���&���������,�&�	���	
����'�����"��!�*�!�	���'�����'����*�!��
���������&�	����������$�������

���������	��
��'�����	
���������	�����	���������	��"	��������	
�
���������	����	��	&���������������

������������$����	����	'���������,����	&���������!�������	�����	
��������*�'�������������	������

���������	�����	�����
	�������������������!��(����������+����	���������������5�	������������	����

�	������,���	����������'����������	
��������������������	��������	�������&�����	��	&�������A������

�����[Goltz and Roberts, 1987; Harvey and Gorelick, 2000]�����������������������

����	��������	��-5���������"���-$��������	'����	����������������������������	���,�33�� ��

����.�,
��*�677%9�+���������3�� �*�677%9�0����������.���,
	�*�%///4����������������&	��	'��

���	'��(��'*�'������	������	���&�������������
���	��	&�������	�&&�����������

������������,*�'��!�������)����������������������	������	�,��������������������	�����	���

������'�������������������	����+����	����	�����������*�����*�������
���	����"�	
����F����	
���$�

�	�����������	����E�����	��5�����������	
����������	����+����	����������������'���������

���	���,�������	������
��E�����������	�,�&�����	��	&������	
���
���	
�����+����	���&	��	'����

�	'��(��'����&�����	��������������������	&�	����� / 6γ< ≤ ����������������!	������!�������	���

�+����	����������������	����+����	���!	����������	�!�������������	&��	�����	������������	��'����

" ��E$��	����*�����,��!�����	
�
��������������������	��	&����������������	�(��������	��

�+����	���"��-�$���E��&��������������	����	����	������	
���
���	
����&�����	���(��(�����

������	����+����	�����������!���������&	����	&�����>�	����������?��	����	���	��������!���	�����"���

����$��	�������������'������	����	
����������������������������>�	����������?��	����	����,�

�	���&�	����,��	���	&�����(�	�	!���	���
	�����,���������	
������������!�	���&�	����



�

� ;�

������������	���*������������	�������������,*�'������������,�&��������	&�����������������������

&�����	���(��(������	
�����	�����������	����	�����������������

�
	��������������
��
�������������
��������
�����������
������
���

�	
���
���	
�����������+����	����+��������������!�����	&��������������������������&��5�	&�

���	
�����������	���������!������	���������	�����
	��������	
�����������	
����)	����" " * $ - 4 � �

���� " * $*
 - 4 � ������������,$*������	��	����������	���!�
��'���������������[Coats and Smith, 

1964]@���

� " $ * 
 
 

- -
5 4 -

� �
β∂ ∂+ =

∂ ∂
� "6$�

'����*�&	���5�����*������������������6(�������
%

%
" $ *5 4 �

4 4
∂ ∂= − +
∂ ∂

� �����������!������������	���,*�

��������������������	���	�&&���������E��'�����	���	��������������	����	��������������,*��	�����

�	
���
���	
�����������,��	�&&�����������
����&�����
,� *
 

 

θβ
θ

= '�����  θ ����� 
 θ �����	�	���,�

��������	
�����������	
����)	����[Coats and Smith, 1964]���0������������.���,
	��3677=4��	����

	��������β�����	������������,���&����������������	�	&����������������	
���������	
��������������

�6�
,
7�
� �����������������	��
��	�����	������	������'����'��������
������	�����������	����	��

�������+����
�����������������	������
��'����  - ����� 
 - �����,������,�!�����
,�	���	���	���

�	����������������&����+����	���3����.���	
��������/
������*�678;9�0������������.���,
	�*�

677=4���0������������.���,
	��3677=4����	����������������,�	&������	
���
���	
�������������(

���������������&����+����	����������������	�������������	��+����
���������������&����+����	�@�

� ( )*
 
 
 

-
- -

�
ω∂ = −

∂
� "%$� �



�

� 8�

'�����ω ������&����(	�����������	�&&��������������	����	���	�"%$����

� " */$ *� �

  
 - � - - 4 �ω ωω − −= ∗ + � "0$�

'�����∗ ����	�����	��	����	�@�
/

" * $ " * $ �
�

�
  - 4 � � - 4 � � �ω ωτω τ ω τ− −∗ = −∫ �����������	���5�*�������

���������������������	
����)	�����������!������&������[Debnath, 1995]���������������������&�����	��

* - ������������������	����!��	����	��	����	��'��������5�	��������&������&�����	�� " $ �! � � ωω −= ���

-+����	��"0$����	��	�������������,�"�������$�	&���������������	
�������������	����!��	����������

�5�	��������&	����

�,������!����������������	&�"0$�'�������������	�����*�'��&����������������	��+����
����������

�����&����+����	��"%$�����������������&	��@�

� ( )" */$ " */$ �� �
  
 
 

- -
� � - 4 - 4

� �
ω ωω ω− −∂ ∂= ∗ + −

∂ ∂
� "<$�

E������+����	���"%$�����"<$������+��������*��������������	������������	������&	�����	���
	�������

��	����	��	&����	
�����	���������	���������*�'��&����������������������	�����	�����������������

�&&���� 
 -
�

∂
∂

�&	�������������E�����	���������� " $ �! � � ωω −= ��������>���	�,�&�����	�?������
,�

-�����������,��367784�����0������������,��3%///4����	��������������	��������������������	�,�

&�����	��!8�9�������������,�&	���������!������*�

� ( )" $ " $ " */$ " */$ �
  
 
 

- -
! � ! � - 4 - 4

� �

∂ ∂= ∗ + −
∂ ∂

� "=$�

G�����!�����!�����������������&����+����	��"=$���������	��������	��	&�������+����	��"6$*�'�������

�����	
�����	�����������	����+����	��'����!����������������	�����	�����
	���������@�



�

� :�

� ( )" $ " $ " */$ " */$ " $�  
  
 

- -
! � 5 4 - - 4 - 4 ! �

� �
β β∂ ∂+ ∗ = − −

∂ ∂
� ";$�

�����������������	
����������'������������*���������*�	����������	������*���������!�	������

��&&�����������������������	�����	���"����*���������������	&�";$$����&��������������	���������	�������!����

��������	
���������*����'����>����?����	��������	
���������������	
�����	����������'���������������

���!������*��������������	�����	������������	
����)	�������	��
���!�	�����

������,�����������������*������	������������������	������	
����)	��*������������	
����)	������

��������,��������������������*��	�������,���������������������������������������������	�����	���

*/" */$ " $ /  - 4 - 4= > ����� " */$ /*
 - 4 = ����'��'����&	����������������	&����������,���E������������

�����������	
���������*������	
�����	�����������	����+����	��";$�
��	���@�

� */" $ " $ " $ " $�  
  

- -
! � 5 4 - - 4 ! �

� �
β β∂ ∂+ ∗ = −

∂ ∂
� "8$�

E������	
�����	���������	�����������������!�	���'�����	���	����	������&&�������������*�

�������������	&��	����"�	
���F���	
���$��	���������	��-��������	
�������&�	���	�����������	��

	�����������+������������������	�������������������"��!�*�������	�������&����	����,$����	�

�	�������	��������	�����*�'��������������+����	��&	��������	����	��	&����	
�����	����� 
 - �����

������	����	��	&�-�������	����!�"=$�&	��  - �����  -

�

∂
∂

������
��������!���������"6$�,����������

���	
�����	�����������	����+����	�@�

� */" $ " $ " $ " $�
 
 

  

- -
! � 5 4 - - 4 ! �

� �
β∂ ∂+ ∗ = +

∂ ∂
� ":$�

����	�!���������	��������������	���	��	��	���������������	
����)	��*����	
�����	�������	����	��

����&&������
,�&��5���������	
����)	��*���������!����������	
����&��5��������H	��������'�������



�

� 7�

�����������������������	��	&������������������	�����	������������	
����)	��@�����&&�������+����	��

�������'�������������������	
����)	����	���������	������	�()��	��

�	�	
����������+����	��������
��!�����������	���	&��	�����	����� ���- *��������,��������	
����

������	����+����	��":$�
,�β,�����������������!��+����	���	������	
����������	����+����	��"8$*�����

����

� ���   
 
 - - -θ θ= + � "7$�

	���
6

���  
 
 

- - -β
θ

= + �3:��������,�*�6776*����%0/9�(���
������,�*�67764*��	�������

� */" $ " $ * ��� " */$ " $���� ���
��� ���   

- -
! � 5 4 - - 4 - 4

� �
β θ∂ ∂+ ∗ = =

∂ ∂
� "6/$�

�
��� ����
�������!���������������
�����"�����

�����	�����	
���������'��������*� " $* " � ������,�����������
���	�������
,�����!�����!�����

�	���������	��	�����������	�	
���������)��	������������	����@� " $ " * $ �   " � - 4 � �4θ= ∫ ��

�������,��!����	�!����������	
�����	�����������	����+����	��"8$�
,�  θ ��������!�����!�	����������

,�����@�

� */" $ " $�  
 

" "
! � " ! �

� �
β β∂ ∂+ ∗ = −

∂ ∂
� "66$�

I���!�����D������������&	���
/

" $ " $��! � � ! � ��
∞ −= ∫� ��	��	����&	�������	
���������  " ��������	@�

� ( )
*/" $ *

6 " $
 

 

"
" �

� ! �β
=

+
�

� � "6%$�

'����� */ " ����	�����������������	
���������������������������������	
����������	����+����	���	���



�

� 6/�

�	���	������������������*���������,*�β �	�� " $ /�! � =� ���	���5�����*�.�,�2�������7�����367:84���	'��

�&� " $ �! � � ωω −= *������ ( )*/ "6 $" $ 6 �
6

 �
 

"
" � � ω ββ

β
− += +

+
���	������������������&������&�	�������	
����

�	����	
����������'��������*�����������	����	&���������	������&�	���	���	���!�'����������

���&���������,�������������	
���������������������

�	�����	����������'�����������������������
,�����!�����!�"6/$�	���������������	���!����������

��������!��+����	�� */" $ /* " */$ " $��� ���
���   

" "
! � " 4 " 4

� �
β θ∂ ∂+ ∗ = =

∂ ∂
������	��������	����	��

*/" $ ����  " � "= ���	�����	��������������	�������'��������������+�����	��������������������-+����	��

"6/$*�'������,����	�,�&�����	�*�����������������	����,�	&�����(�	�����������������	����

#
����"
$��%��$����
���&�����
���������������&�����
���%��%������!'�

G	'��(��'�����(�����
�������	�!���������"�� �$������
����	
������������!�����������������

&���������!������������	�	�����[Becker and Shapiro, 2000; Haggerty et al., 2001; McKenna et 

al., 2001]9�������������������������������	������5����������3;����,,�������
�
���*�677<9�/���
�

����,�*�67789�-�,,�
�������,�*�%///49�����������&����'�����&�	'��3<
�	
��������,�*�%///*�%//69�

0������������,�*�%//%4��������	'��(��'��������������	�������'�����	'��(��'���������	&��	
����

�	����������[Farrell and Reinhard, 1994]*����������
������	����	'��(��'�����,����������	
�
����,�

������,�&�����	��������
��!�����	��'�����!�����������������	
����)	���	�����	'��(��'����	�,�

&�����	��!8�9�[Haggerty et al., 2000; Scher et al., 2002; Dentz and Berkowitz, 2003; Schumer, 

2002]����&�'������ ( )" $ *
6
�

! �
γ

γ

−

=
Γ −

�'����� ( )Γ ⋅ ��������J�����&�����	�*������
,���&�����	�*�

�
" * $ " * $

" $  - 4 � - 4 �
! �

� �

γ

γ
∂ ∂∗ =

∂ ∂
� "60$�



�

� 66�

����� ����	�&�����	���������������	&�	�����γ [Mainardi, 1997; Samko et al., 1993]���I���!�"60$����

"8$*�":$*�����"6/$������������&�����	���(��(�������-��������
��!��	�����	�����������	��@�

� */" $ * ���� " */$ " $*��� ���
��� ���   

- -
5 4 - - 4 - 4

� �

γ

γβ θ∂ ∂
+ = =

∂ ∂
� "6<$�

�	
�����	�����������	��@�

� */ */" $ " $ * ���� " */$ " $*
"6 $

  
    

- - �
5 4 - - 4 - 4 - 4

� �

γ γ

γβ β
γ

−∂ ∂
+ = − =

∂ ∂ Γ −
� "6=$� �

�������	
�����	�����������	��@�

� */" $ " $ * ���� " */$ /�
"6 $


 
 

  
 

- - �
5 4 - - 4 - 4

� �

γ γ

γβ
γ

−∂ ∂
+ = + =

∂ ∂ Γ −
� "6;$�

�	����	����	�������&�����	���(��(�����G�-���5����	��,�'���� 6γ ≤ �3(	
� ��*�%//%4���

��������	&�&�����	���(��(�������-���	��	�����	
���
���	
������	���	����	�����������	������

�	��������
,�&	���&���	��@�6$������+����	���!	����������������	&�'������	'����	����������	������*�

%$�&�����	���(��(�������-��������
�����	�
�����	��	&�&�����	���������������&����	����������������

�	���	'���	
���
���	
�����+����	��������������!���	���������*�0$������+����	��������������
���

�	����	���������	����������!��&������&��������	&��	�������������	����	�������������������*�����<$�

�����+����	�������������	��	��*�'�����	��	��������������������������������������	������������

�	��������������������������&	��	'��!������	����

#
	��&�����
���%��%������!'���&�����
���%��%(������!'��������
�����
�������� ���
��

)��*��

���������
��'����������&&���	���+����	����������	��'����������	�!�
�����������		��3��!�*�

0
,,�������

,,
��*�67=84�����J��������������,��������J����2��&�����	���	����	���	�������-*�

'�����������
��������	����	��	&�����������������!	��!���	'������	��	����E����'���������



�

� 6%�

!�������)����	����	'����,����!������	�����A���	������������������,�������*�����!�������)�����������

���������	�����������	������-�'��������������,�&�����	��������������������������������������3��!�*�

+����������,�*�%///�9�"����	
���������,�*�67779�(	
� �������,�*�%//04���������������������	&������

����,*�������	�������
���=�'�	���������
���	��&�����	���������	5������,����	'��(��'�&	�����!��

�������"G�	
3=�K�44�L�4−α$�����������>����,��������?������J����2��&�����	���	����	����	�&�����	���(

��(��������-���������
�����	
�
����,�����������−����'����	�
���(�������������,��������'����

����,*��	'��(��'�������3(� �����
���������>�66�*�677<4���������	���(��(��������-�������
����

������	�������
��&�����(����(��������!�	'�������*����'����*���������,�������!���!���	&�

�	��������������������������	!���	����+��&����3+����������,�*�%///
9�+����������,�*�%//64����

����������	��������	���	��������������	���!��	�������	
���������*�'�������,���������,��5������

��������������'��������&����������35������,�*�%//%4��

���	���!�������&����'	���&	����������,�	&�����������	��	��������� ��E�	������'�����'����

��	��������� ��E�����
����&����������������	&�����	������������	��	����������+�����������	��

��	����	&�������	��	�������3"�����,,�����/�
��*�67;=9�(	
�������5�4*�67809��������	�����

�����	�����&����������������	�����������������'�
,�"��2,�������<,�!������&&&4��� ��E������

���&����	�����	&��	�����������	�������+��&���9�����������������	������	�!�������+��&���'����

!�	���'�����	��
���	��	�����������	��	����	��	�����	
����)	����3��!�*�+�����
�2�����(	
��*�

677=9�+�����*�677:9�+�����
�2�����,�*�%//64���E��������	��'�����!������������&���������������

����������������	&�������������A���	�,����!��*� ��E��������	��������������(�	�����������G�-��

����������	�����	����!���������������	��'�����3<���,��
*�677=9�/

��*�%//64����1	'����*� ��E��

'�����	'��(��'*���&��������������	
��������	�������!	���������������	�!������������
,�

&�����	���(��(�����G�-��3+����
�����,�*�%///9�-� ���*�677;9�"����	
���������,�*�%//%�*�%//%
4���

�����+����������	&������	
���
���	
���������������� ��E��	�����'����������,�����
�������
,�



�

� 60�

(	
� ���3%//%4���������2�����+�����
�2�3%//04���

#
��� �����
��
��&�����
���%��%������!'��$��������������+����,��%-����.��!'��

E��������&�����	�����������������������	&�	����� 6=γ *������������!�����������	��*��������
���

����������&��*�����&�����	���(��(�������-�������
��!��	�����	�����������	���"6<$����������	@�

� */"6 $ " $ * ���� " */$ " $*���
��� ���   

-
5 4 - - 4 - 4

�
β θ∂+ = =

∂
� "68$�

��������!����������������������	��&���	�� 6� β= + ��������	
�����	���������(&�����	������-�"6=$�

���������	��

� */"6 $ " $ " $ " $* 
  

-
5 4 - - 4 �

�
β β δ∂+ = −

∂
� "6:$�

������
6

��� " $
"6 $
�

�
γ

γ
δ

γ

−

→
=

Γ −
[Saichev and Zaslavsky, 1997]*�'����� ( )δ ⋅ �����������������&�����	����

�����	
����������&������A����	�*� */" $ 
"6 $  " � " β= + *�������	�������&�����	��	&�������A������

������

�������	��������,�������"6<$���	'������ β ����������� 6> γ −   *�'��������������	���

�������	������β�'���� 6�γ = ������&����(	����(��(������+����	��"6:$�����������	��������	
����

�����'��������9����������
����������������	�������������&�����	��������������!�������������	����

������
�������5�	������������	�����	������+����
����������������
	��������*������������,�

�	�&&�������β ����������������	������&�����	��	&���������	�	&����	
����������	��	
������������

�+����
�����[Haggerty and Gorelick, 1995]���E���� 6*γ < �����&�����	���(��(������	�������������

�	�������������&���	&������������&�	�������	
�����	��������	
����������������������&���
��'����

����������������������+����
�����
��������	������	���������	����	��������'�)	����"�	'�����



�

� 6<�

�����$�	&��������+��&�����E����&����	������	����������	����	&�������������&&���	�����	����	
����

)	����������
���
,�-���
��
� �����,��367784*�0������������.���,
	��3677=4*�����0�����������

�,��3%//64�'�����������
�����&&���	�����	����	
���������5�
�	����	&�����	�����)���'�������+���

������	�&&����������I���������&��������	���*��	��������	��������	���	&��������	
����)	����	�	���,�

'�����������������!����������������������!�	&��������	
�����	�	���,��	��	
�����	�	���,�����	�������

�������,��	�&&�������'�	���������������'����������

#
#��/���%���������
0�����
���

0������������,��3%///4������������������(������+����	����������'�����	���������	������!�����

�	���������,�����������	���5����!��
��'���������	
�����������	
����)	���������
,�����������

������������������	�!������&�����	���(��(������	
���
���	
������-��������5��������	����	����������

������"���������	��/$*�'������������������(���������	5�����	���	������	
�����	�����&�����	����

��-�
������������	����	��������	��������������������,��	�������&,����&�������������

��� � → ∞ �"	�� /�→ $*����������
- -
� �

γ

γβ∂ ∂+
∂ ∂

�"'����D������������&	���

/
6

/ $*"
L

$*"
L

-��4-�-�4-� −−+− γγ ββ $��	����!����	�
-
�

γ

γβ ∂
∂

'���� / 6γ< ≤ �
������� /�γ → �

��	'�������������������������(������+����	���	�����	����!�'���������	�����	�����������	����+����	��

"6<$���@�

� */" $ * �� " */$ " $���
��� ���  

-
5 4 - - 4 - 4

�

γ

γβ ∂ = =
∂

� "67$�

'�������������(������	
�����	�����������	����+����	����@�

� */ */" $ " $ * �� " */$ " $�
"6 $

 
    

- �
5 4 - - 4 - 4 - 4

�

γ γ

γβ β
γ

−∂ = − =
∂ Γ −

� "%/$�



�

� 6=�

������ /�→ ��	�����	�����	� � → ∞ *���������	�	&������'	������� �γβ �������!���������������	��	&�

������������'�������������(���������	5�����	������
��������������������	���������
��� 6� −γβ ������

��������	&����������������!�������	&������'	�	�����	���&	�����!������*�����'������������,������

&	�����������������
�����	����!������������0�"����*� ( )6
60 
�
−> γβ $�&	��������������������	5�����	��

�	�
��������

1
��(
����
����
�&�����
���%��%������!'��

E��������������J����2��&�����	���	����	���( )" */$ " $- 4 4δ= ��	�����&�����	���(��(�����

�	
���
���	
������-��"����������������������5$*��	���!�����������	����	����	��+����	���'����

��,����������	�����	������
��	
����������	�!���	��	����	��'��������J����M��&�����	���	����	���

������	����	����	�&�����	���(��(�������-����������!���������&	����	&������	����	��	&���

�	�����	����!�>�	����������?���-� " * $*	������	 4 � ����'������	����	
����)	�������������*���!�*�����

������������-�
" * $

" $ " * $�	������
	������

	 4 �
5 4 	 4 �

�

∂ =
∂

���	���5�����*��&�&�	����������,�����������!��

���
���	&�	���!���'����������������������*�����	���!���'	����
��>�	����������?����������,�

����	�����������������,�	������)	������&������,�����	��������&����������	
����)	����
�����������

�����*�����������	����	����	��'	����
��!�����
,��������&	���	&�����>	���!��?��	����	�������������

�����&	��������,�'��������	
����&��5������������
%

%
" $5 4 �

4 4
∂ ∂= − +
∂ ∂

� ����� " * $	������	 4 � ����

J��������"��!����6$*������(�������� " $5 4 �
4 4

α

α
∂ ∂= − +
∂ ∂

� *�'����/NαN%�����α(���
��� " * $	������	 4 � �

"��!����%$*�	����������,�	�����&	�������(�������	����������	����	���	������	
�����	�����������	���

&�����	������-�"6=$���@�



�

� 6;�

�
( )

( ) 6

6
/

" * $ " * $ �
�

 	������

� �
- 4 � � � 	 4 � ��

�

γ
γ γ β

β
− −=    

∫ � "%6$�

"�������5$�'����� " $� �γ �����������
�����
	������	�*�'�	���D������������&	������
γ��− �"����;�,,��*�

6786$����������
�����
	������	���������������,�	&�������,������������	�������
���������5�������,�

���	�����&	����������	����	����	&����������������������	
�������������������
���	�����������!�

�����&&�����������	���	&���,���3677:4��������	����	����	��������	
�����	�������������(�����

�	
�����	�����&�����	������-�������

� " 6 $ 

6


/

6
" * $ " $ " $ " * $ *

" $

�


 	������

� �
- 4 � � � � � 	 4 � ��

�
γ γ

γ γ β
γ β

− − −= − 
 ∫ ���� "%%$�

�
( )

( ) 6

* 6
/

" * $ " * $ � ,��� 	������

�
- 4 � � � 	 4 � ��

�

γ
γ γ β

β

∞
− 

=    
∫ � "%0$�

I���"7$��	��	����&	���	�����	������	���������	���������� " * $	������	 4 � ����
�������	����	���	���,�����(

�	�	!���	���
	�����,���������	
�������6(*�%(*�	��0(�*������	����	����	�������������������	���

����������0��	������������������!��	��������
�������&	���������!�"%6$��	����	��	����������&&�����

	&����	
����)	����	�����������	����	��	���	�����������	��������������������������	������������

�	����	�������������
���&�	����������	����

H	�������� $"��γ ��������	
�
����,�������,*��	���������������!��������������������������������

( )
( ) 6

6/
��� " $

� �
� � � �

�

γ
γ γβ

β δ
β

−

→

 − = −   
*�����'���� /β = �'�����	���������������&	�����J����2��

&�����	���	����	��	&��
" * $

" $ " * $	������
	������

	 4 �
5 4 	 4 �

�

∂ =
∂

��������,�����������	�����'	���*������	����	���	�

�����	
����&�����	������-�"%6$�'���� /β = ���� " * $ " * $� 	������- 4 � 	 4 �= ��



�

� 68�

2
���
����"�
���������������������
��

��������!�����	����	����	�&�����	���(��(�������-��������
�����������	��<�'����������	�

!������������������������	�������
�������	�!�����������	'���������������	���������������

'	�������������!������������������������
��	
�������&�	����������	����

2
	���
����������!�������

I��� 6" $! � �γ −=� ��������!��������	
�������������,��+����	��"6%$��	�&������������������,�

����������
,������	
����&�����	���(��(�������-�"6=$����

� */" $ � 
 

"
" �

� �γβ
=

+
� � "%<$�

'�����������������&	���"���������������5�&	���������$@�

�
( )

( ) 6

*/ 6
/

" $ �
�

  

� �
" � " � � ��

�

− −=    
∫ γ

γ γ β
β

� "%=$�

�����
��	�������!��"	� /�→ $��	
�������������,��"&	������(����$����	����!��	 γβ�
"

�"  
 

/*L$"
L

*�

'�����������������&	���

�
$"

L$"
6

/* γβ

γ

Γ

−�
"�"   �� "%;$�

E���� 6β = ���������	�����	&�����&�����	������������������ /�=γ = *�����������&�������������
,�

�����	
�����	�����������	����+����	�������	����	���������(������	����	���&�����	�!��,�6/��������������

�����!������	
�����������,��	�&&�������β���+����������������&	���	����!�����"��!����0$��

�������-�����������*�������
���
,�3�� ������.�,
���3677%4*�+���������3�� ��3677%4*�

+���������,�*�3677%4*�������
!�,�������,��3677%4*�'�������&	����������������������)	���	&�����!��,�



�

� 6:�

�����	!���	�������������+��&����	�����������	�����������	����	�����������,�������+����	���
�����	��
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��	����	���������(������	����	���&�����������	����	���	���!�����	�����87���,�*��������	
�������

�	
���������&�����	������,�����	����!��	� /�;8" $ %= " � �−≈ ��

��������	���,���������������'	��	���������������������������&	���������������-������
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���	����0����������.���,
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����!�	(��&&����������+����	���������	�������	��	����	��&������������	�(�	����[Cushman and 

Ginn, 1993; Muralidhar, 1993]��� 	���������	������!����������!����	�����������+��&���!	�������


,�&�����	���(��(��������-�������&�����	��	&������	���������	����������	�������������+��&���

[Schumer et al., 2001]���������	���(��(�������-����������	�,�	&����������������	����������

�������������!������	����	���������������������	����!�,���E��������'�����!����������������	&�

 ��E���������&����������*������������!��+����	���!	�����&��������������	�������[Hilfer and 

Anton, 1995; Mandelbrot, 1982]�������������������������������	'��(��'�	��&�������������!���������
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� ����������	��������������(�����������!���	����,�[Meerschaert et al., 2002a]@�

� " * $ " *6$*��� ���- 4 � � - � 4γ α γ α− −= � "%:$�

������������(������	
�����	�����������	����+����	��"%/$*�'��������������(&�����	����5"4$�'���

����������,�������������	���������@��

� 6
* " * $ " *6$* ,���  - 4 � � � - � 4γ α γ αγ − −−= � "%7$�
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�	���������������6(����	��	&�����������������

�	���������	��'���!���������
,������!�������5������	���������	��'������0��������	&������������

�����	&�������������������	��0�"��,�6%;$����������������
,�"%7$�����!� /�00=γ �"&�	�����������

������������������!����<$����� /�7α = �"����+����������,�*�3%//64�����+��� �������,���3%//%4$�



�

� %0�

,����������	���&����	����������&	����,��%/%*�%87*�08/*�����=/0�"��!����7$���Q�	'���!��	&�����

������!���	����������	������	'����������	��	&���������	����	��&�	�������!�����������������	����

�����������!���	����,���������������+��&��������	!������������������&�������&�������������������

�+��&������	
����)	�������������&�������&���������������

��������	���	&��������-��������������������		������������������,���������	��	�����6(��

3+����������,�*�%//69�+��� �������,�*�%//64�	���������	���!��	�������	
����������3+�����
�2�����

(	
��*�677=9�*
��������:
��*�677:9�;��
,�������,�*�%///9�0����������.���,
	�*�%///4������

������
������0(����������	��35������,����&&�4�'������&	�����'�������	�����������������

&�����	������������	����������������	��	&�&�	'�����������������������	�����������������!�

�		�������������������	���	&����������,��	�����	���������������
��'����������������������

���������������*�������!!������������	����'��������������,����,��!����	���,�&������	����!������


������&�����������������&�������������������	������������	��������!������	�������	�����	����������

��!��,������	!���	����+��&����
���������	��������	���	����	�����!����	�������������	����	&�

������	������	���������,����3"����	
���������,�*�%//64�����������������������	��3.��7���?��*�

%//04�����	��������,�������*������(���������	��	���������������������	���������������������,�

����	��������,���������������	���!�"�����	��=�6$����	�����	�����������
���	�
����������&����(������

������	����+����	��3(	
� �������,�*�%//04�'��������(����,�����	����	�������������
	�������	��

����!����"%6$���E������	�����,�����	����	����������	���������,��������	&����������������*�'��

��!����5���������&�����	��������	�����	�����������������������������&����������������

������������	�������'����*������
���������!������*�������������	&��	
��������*������	'��(��'�


�������	�!����������������&�������������������	������	�
������&&�����	&����,�������������	�������

���,��	�!��������	���������



�

� %<�

6
���
������
���

6�� �	�����	�����������	����+����	���������	������������'��������*�'������	
�����	�����

������	����+����	���'�����	'��(��'�'�����!��������	��������,��	�������*���������	!��������,�

�	���������	����	���	&������	
����)	������	�������������,����������	
����)	�����

%�� ������	���(��(������+����	���������'�����������������'�����!�������&	��	'����	'��(��'��

0�� �����	����	����	��	���*��	
���*��������	
�����	�����&�����	���(��(�������-����������!����

�����&	����	&������	����	���	������	�����	����!��������������-�	��&�����	���(��(��������-���

���������&	�����������,��	��	��������������
�����&	�����	������	������&�	������,����	��

�����������	����	����	��	�����������������	����+����	���������	��	���	����������	
����)	����

<�� ��&�����	���(��(������	
�����	�������-��	����������	'��(��'�������	�����������	
����

������"�	����!��!��	�
6

" $
�γ

β γ

−

Γ
�&	�����������$������	'��(��'�����(�����
�������	�!���������

	
����������&������������������������	&��	
�����	�����
�������	�!�������������,���� 6� γ− − �'�����

����������	&��	�����	�����
�������	�!�������������,���� �� γ− ����&�����	���(��(���������������

�+����	���������	����������������(��������!�	'�����������,��������������!���������!����

=�� H	�(����!���	�����&�����	�������������������������&�����	����������������������������	�

G�-������������	�(�	������������������������������������*�&�����	������-�������&�������������!�

��	����������������	'���������	��	&���������	����	��'���	�����������	��	&��������	���,*���������	�*�

	���������,��	�&&���������



�

� %=�

�������0
�����������7��&�����
��(
����
����
�&�����
���%��%������!'��

�	��	���������	
�����	�����&�����	���(��(�������-�"6=$�����������	�����(D������������&	��@�

�
6R " * $

R" $
 - � �

� � 5 �γβ
=

+ −
� �

"'���������	����������	�����	�������������������	����D������������&	��$*���������
/

6 7�� ��
7

∞
−= ∫ ��	�

&����

� ( ) R " $

/

R " * $ �
� � � 5 � �

 - � � � � ��
γβ

∞
− += ∫� � "0/$�

E��&	��	'���������	��&	���	����!� ����,���	
�����	&�+��� �������"����	
�����3%//64���������

'������������	����+����	��'���������������	����	
���������*�&	���5�����*�����������������-�

" * $
" $ " * $�	������

	������

	 4 �
5 4 	 4 �

�

∂ =
∂

������J����2��&�����	���	����	�����������	
�
����,�������,�

" * $	������	 4 � �'�����	�����������&	��� { } R " $" * $ �5 � �
	������	 4 � �=� �����	��	�������&	��	'��!�D�������

�����&	���@�

{ } 6"6 $ *� �γ γγ− −Γ − =� �

6
/" $ " $ *

"6 $
- - �

� - � - 4 �
� �

γ γ
γ γ

γ γ

−
−   ∂ ∂= ∗ = −   ∂ ∂ Γ −   

�� � �

����

( )
( )

( ) ( )6

6 *
� � �� �

0 � � � � �
�

γβγ
γ γ β

β
− +−

  − − =      
� �

'���� ( )0 ⋅ ��������1���������&�����	������ " $� �γ ���������
���������,�'����������!�����������



�

� %;�

/ 6γ< < �"��	'����������7,����7���
�����$��	������ ( ){ } �� � �
γ

γ
−=� �30
,,�������

,,
��*�67=89�

+��� �������,�*�%//64��������"0/$�
��	����

� ( )
( )

( ) 6

6
/

" * $ " * $ * 	������

� �
- 4 � 0 � � � � 	 4 � ��

�

γ
γ γ β

β

∞
−

  − = −       
∫� � � �

�������������D������������&	�������������,��������	�"%6$����

�

��*�
$���,������
�������'�������	�����
,������������������������������2�����	�����-������

���������	'������������������������	�����	��	&�I��������,�E	��������������	������	'�������

�������'�������	�����
,�H���!�������-��S77:/<:7���������S/6077<0������C-(�-��J�����

H	���-(�J/0(7:-�6<::=����������'�����������,�����	�����
,�H����-��J�����H	��77:/<:<�

����H�������J�����H	��/6077%8���E����������������	�,�	��������'���������������	������

����	��&	���5���������	��������



�

� %8�

 ����������

�����*�-�-�*�����D�E��J�����*�����������,�	&���������	������������	!���	����+��&���%�����������

�	����������,���*�/�����������������*����"6%$*�0%70(0078*�677%��

�������*���*���������������������*���	���������	����	���&	��&�����	���� ����,���	
����*�

;��	�
���,�-�,	�,�������3��,
���3��,��
�*�'�"<$*�<:6(=//*�%//6��

�������*���*�����������������*����������	�*�������E��E�������&�*���
	����������������	�(

��������	���+����	��&	���	����������������	��*�/�����������������*�@$�";$*�6=<0(6==/*�

%//6��

������*�-�*�����*�����B��Q��&���*���	���	�����	������������	��'������	�����&�����	�����	����(

G�������+����	�*��
���������A*�B�*�60%(60:*�%///��

����,*�����*�����J����	���	*������(�������	�����������������	���������,����	&�����

����&	��
E�����		��	����������������*�/�����������������*��B�":$*�680=(68<8*�677/��

����*�B�*����� 
	���!�;,�
���
���������"��
�*��	���*�H�'�T	��*�678%��

������*���E�*����������������	*��������������	������&�����������,����������	��@�-��������	&�

�	���&&������
�������	�!��������!*�/�����������������*�@B�"8$*�6;88(6;:;*�%///��

����	�*�����*�����&�����	�����������	�(��������	���+����	�@������	�������������������	�*�G�����

������*�I��������,�	&�H�����*����	*�H�����*�677:��

����	�*�����*���E��E�������&�*���������������������*�����&�����	���(	�����!	������!��+����	��

	&�DU�,��	��	�*�/������������������0;";$*�6<60(6<%0*�%///���

����	�*�����*���E��E�������&�*���������������������*����������	��	&���&�����	�����������	�(

��������	���+����	�*�/�����������������*�@B�";$*�6</0(6<6%*�%///
����

����	�*�����*�����������*�����������������*�������E��E�������&�*�������	������������	�*�DU�,�

�	��	�*������������-�������������*�>�����������"��
�*�'�*�%66(%</*�%//6��



�

� %:�

�

����	'��)*���*�J��Q	���	'���*�J�����!	���*�����1�������*����������	��	&��	�����	��������

����	��'�������	�,��	�����������������������������&������������������	!���	����	�	���

�����*�.������/����*�@��"<$*�=70(;/<*�%//6��

����	'��)*���*�����1�������*�C������������)���	��	&���	���	�����������	������	�	�������

&��������������*�/�����������������*�@��";$*�6<;6(6<;;*�677=��

����	'��)*���*�����1�������*����	�,�	&���	���	������������������	����������	��&��������

���'	���*��
���������A*��$�"=$*�=:=:(=:;7*�677:��

�	!!�*�B���*�����-�-�������*�����������,�	&���������	������������	!���	����+��&��*�<*�

�������!���	��	&����	����	�������������!�
���*�/�����������������*����"6%$*�00%=(000;*�

677%��

�	!!�*�B���*�D���������*�����E����E����	�*�������	���	&�������������&	���	�!������	��	�����

�����!����������(!���������5���������"���-(%$*�-������G	'�������������*�G��	����	*�

 ���&�*�6770��

�	!!�*�B���*��� ��T	��!*�D���������*�D�E��J�����*�Q�������&����*�����-�-�������*�����������,�

	&���������	������������	!���	����+��&��*�6*�C������'�������������������	�*�/�������������

����*����"6%$*�0%:6(0%76*�677%��

 ������*�B�*�V��������)(W���*���������*����������*�J��J����)�*�����B��J������*�C�������5�

��&&���	�@�&	�������	��*��	����	������	�������+������������&&����*�0�������,��:�*�B�"6$*�

68:(67/*�6778��

 	���*�Q�1�*���������������*�����(�����	����	�����������������	������	�	��������*�:��(�	�������

A���*�'*�80(:<*�67;<��

 	����*���*���	��������&	������	���	&�&�����	�����,������*��
��
	�,����
���A*��@�"<$*�<676(



�

� %7�

<670*�677;��

 	����!��	�*�����*�B����������!��*�D�E��D�	�*�������D��������*����������	��	&�����(���,��!�

���	����	����������@���������	&�������������&�	���	������������	���*�A��
�����(	
��

>�	
��,���$"6%$*�%078(%</0*�6770��

 �����!���*�B���*� �B��E����*������������*�����G�W���	
����*�-&&�����	&�!����(�����������

�����&���	������������	���	&��	�������	�!���������	�!�����������*�6*��	���������	�����*�

/�����������������*�@@�"6%$*�%860(%8%;*�6778��

 ������*�B�1�*����������J���*�H	��	������������	�����������'�����	�����	���,���	����!��������

	&������	!�����,*�>�����������"��
�*��@*�6%0(60:*�6770��

��
����*�D�*��������,�>����!�� ������>
�
��3��,
	��
���*�<=8����*� � �G����*��	������	�*�

677=��

����)*���*������������	'��)*�������	���
�����	��	&������������	���������	�����	������������	��

'�����������������������������&��*�/������������������07"=$*�

�	�@6/�6/%7
%//6E�//66;0*�/6���,�%//0��

�������*�B�*����������������*����	����	��	&����	!�������	�!������&�	���	�����	����*����������*�

�����	����������������������	�����	��*�%��Q�������*�A��
�����(	
��>�	
��,�*����"6$*�;0(8%*�

677<��

������,*� �-�*� ��X���!*�������B���	�)*�������(�	���������������&�������	����&	���	�����!�

�	�����������	�����������	!���	����+��&���@����������	���	���������	��������	��

-5���������"���-$�����*�/������������������@B"7$*�%=/6(%=6;*�%///��

������*�E�*�3���������	�
���������7�7
,
���>
�������������3��,
	��
���*��	��6*�%������*�E���,*�

H�'�T	��*�6786����

���,
��!*���D�*�����������!���������5���������	���	�����������	������������+��&��*�%*���������



�

� 0/�

�	���������������������	��������������	��	&��	�����������������*�/�����������������*����

"60$*�%/06(%/<;*�67:;��

J	��)*���H�*�����G�W���	
����*�I���!���������	��	&��	�������	�����,)�������(�������	����

��&&���	�(���������	�����������	���&�	������	����������������������������*�/�������������

����*��@�":$*�6=8=(6=:=*�67:8��

J	���&�	*���*����������������*�����	��'�����	�����&	�������(&�����	������&&���	����	������*�

;��	�
���,�-�,	�,���C�3��,
���3��,��
�*��*�6;8(676*�677:��

J��
���A��*���*�����	������������	��	������&�����	���(	�������������	�������!��,������	!���	���

�+��&���*������������*�I��������,�	&�H�����*����	*����	*�HW*�I��*�%//0��

1�!!���,*���*����������J	������*���������(���������������&���&	���	�����!���&&���	���������&����

������	������������'�����	��(�����������	!�����,*�/�����������������*�@��"6/$*�%0:0(

%<//*�677=��

1�!!���,*���*��������Q����*�����D� �����!�*�C����������(�����
�����	��	&�������������


�������	�!��������*�/�����������������*�@B�"6%$*�0<;8(0<87*�%///��

1�!!���,*���*���E��������!*�D� �����!�*������������Q����*�������������������&���������

�	�	����*�%������,����	&�����������&���������!��('������A����	�('������'��������*�/�����

������������*�@$�"=$*�66%7(66<%*�%//6��

1�!!���,*���*������E	��)���*������B	���	�*�G	'��(��'����������������������
���	���������

�,�	������)	���	&���%��(	������	�������������*�.���
���������5�������"6/$*��	�@�

6/�6/%7
%//%JD/6<8<0*�%//%��

1�!!���,*���*�G���	���� 	���������	�*�%//%��

1����,*� �*����������J	������*�����(������������������&���	������	��������	�@�E������	��������

��������	����	�������������	��������	��-5���������"���-$�����Y*�/�����������������*�



�

� 06�

@B�"0$*�;08(;=/*�%///��

1����	*�T�*�����H��1����	*������������������	���	&��	�������	������5���������@�����5�������	��

	&��	�!(���������	&����*�/�����������������*�@'�"=$*�6/%8(6/00*�677:��

1��&��*���*�����D�����	�*�������	������������+����	�������&����������������	��'����*��
��
	�,�

���
���A*����"%$*��:<:(�:=6*�677=��

1����*�-�*����������G�������*�;��	�
���,�3��,��
������(� 
%.�����*��������������	��� 	����G�
��*�

06*������������������������	����,*�G�	�������*�67=8��

B��,*�E���*�E����J������*�����E�1��J������*�(�
,��
��
	�*�0%:����*�B	���E���,�Z��	��*�����*�

H�'�T	��*�6776��

Q�������*�B��E�*�V�����!*����� ��H���*���������������� �������,������������������	���&	��

�	����������������	����������������*��������</0*�=%<(=%8*�%///��

Q�������*�B�E�*�V�����!*� �-��������'*����� ��H���*��������������,������������������,��	�	!,�

����!�	��������,*�A���>������3.#*����"<8$*��
�������1%6-(6/*�%//6��

Q	������*���*���,���	����������
���	���	&������	�����	������������	��'����@������	
�
��������

����	���*�:��(������
���*���*�888(87%*�677=��

D�*��*���B���	�)*�����J�B����5*�G	���
�����	
�����	&����������������,�������������	���	&�����

�����(�������	����&�����	�����������	�(��������	���+����	���	����������	�	��������*�

/������������������0:"7$*��	�@6/�6/%7
%//6E�///;%<*�%//%��

��������*���*�������	������������@��	���
�������	
���������	���������������������������������*����

;��	��,������;��	�
���,�-�,	�,���
��-���
��� �"�	
��
	�*��������
,���� ���������*������

�����������*�����%7%(0<:*������!��*�H�'�T	��*�6778��

������
�	�*���*�>
��;��	��,�.�� ������!�������*�<;/����*��������*�������������	*�67:%��

��Q����*�����*�D� �����!�*��������1�!!���,*�������������������&����������	�	�����0���	�
��(



�

� 0%�

�	�	���,*���������(���������������&�����	�����������	����!����&�	'�������������*�/�����

������������*�@$�"=$*�66<0(66=<*�%//6��

�����������*�����*����������	�*���������������*�������������	�����������	������&�����	����

��������	�*��
���������A*���"=$*�=/%;(=/%:*�6777��

�����������*������*����������	�*���������������*�C�����	��DU�,��	��	�����������������!�

��	���	�����&&���	����
���������A�;0*�/%666%(/%6668*�%//6��

�����������*�����*����������	�*�1�(G������&&���*���������������*���	���������	����	��	&������(

�����&�����	������&&���	���+����	��*��
���������A�B�*�/<6660(/<666;*�%//%���

�����������*������*����������	�*�G��������(Q���*�����1�(G������&&���*�J	������!��+����	���

�����	����	���	&���	���	�������	��'����������*��
���������A�BB";$*�S/;/6/%"�$*�%//%
�������

���)���*���*�����B��Q��&���*���������	��'���M��!������	���	���	�����&&���	�@���&�����	����

�,�����������	���*��
��
	���������*�@@�*�6(88*�%///��

�	���	��*�-�E�*�����J�1��E����*�����	��'�����	��������������*�:��"��
��
���*�B�"%$*�6;8(6:6*�

67;=��

����������*���*���&&���	������	���&�������@��������'�	&������������	�����	����*�>��"*��@*�87(7=*�

6770��

H�����*����G�*�C������������������	������&�������������
����,��������	���,�&�����*�E��������	����

�����06";$*�6<==(6<;/*�677=��

H	���*�B�G�*�����������������
���������
���	��@�����	5�����	�*���������	�*���������	������

������&�����	�*����3����	�
	�,�.�
������0�����>�
,�D�(���
��
	�,�>�	
�
6��������

3��,
	��
���*��������
,���B�������*�����������*�����������++�*�����������*��	��	�*�

677:��

���&����*�Q���*�B�����	!!�*�����D�E��J�����*�����������,�	&���������	������������	!���	���



�

� 00�

�+��&����0@�J�	����������������,����	&��,���������	���������,*�/������������������*����"6%$*�

00/7(00%<*�677%��

��,�	���*�E���*���E��J������*�����B���� ����,*�-�������	��	&�������
���	���	�&&���������������

��������	��	&����	�������������������!����	��������&	�������*�-����.����	
�:��67*�7%(

6/0*67:%��

�������*�����*�����J����X�������,*�������	�������������+����	��@��	����	����������������	��*�

-
���*�$�"<$*�8=0(8;<*�6778��

����	*���J�*������Q��
��*�����C������������*�;��	�
���,��������,���������
���
���D��>
���������

3��,
	��
���*�78;����*�J	��	������������*�D	��	�*�6770��

���	�	������,*�J�*������������++�*�(��7,�����%.����
�������� ����	�����D�(��	
���
	�

"���,���
�
���!
�
���E��
��	�*�;0%����*� �������1���*�D	��	�*�677<��

������*���*�������'����*���B��D��A*�������������J��������*��	�����!������	��+����
�����

������	���	&��������,�����������!��	����������	�	��������@��������'*�/�����������������*��$�

"7$*�%%:8(%0/8*�6776��

�����*�1�*��������D�5*���	��������������	�����������	��������	�����������	�,*��
��
	�,����
���+*�$�

"6/$*�<<76(<=/%*�6780��

�����*�1*�J�����!	���*�������)���*�B��Q��&���*������������	'��)*������,��������&	������	��	&�

&����������������������,@�����	��!���	&��5������,��	�!��������	�������*�.���
��������5�����

%7"=$*��	�@6/�6/%7
%//6JD/6<6%0*�%//%��

�������*���*�������	���������������*��	�����	������������	��'����*�������	���	����	�����

������	��*�G�����������*�I��������,�	&�H�����*����	*����	*�HW*�%//%��

�������*���*����������	�*�����������������*�������E��E�������&�*�-����������������	��&	������

&�����	�����������	�(��������	���+����	�*�:�����,��!�-���� 
������0����,���*�'�*�;7(::*�



�

� 0<�

%//6��

�������*���*�����������	�*������������������*���������������*������������!�&�����	����

�������	�(��������	���+����	��������������	����	��*�/������������������@�"6$*�6/%%*�

�	�@6/�6/%7
%//6E�//6%%7*�%//0��

���J��������*�����*�����G�B��E�����!�*�����������&���������������	�
��!��	�	��������*�6*�

����,�������	����	��*�(�
,�(	
��(�	��3 ��:�*�'&*�<80(<:/*�678;��

E����*� �B�*�B���� �����!���*�G�W���	
����*����������������*�-&&�����	&�!����(�����������

�����&���	������������	���	&��	�������	�!���������	�!�����������*�%�� 	������������*�/�����

������������*�@@�"8$*�%8%8(%8</*�6778��

E����*�E�*�(��	
���
	%���	����5
 
��*�;=/����*������!��(W����!*�H�'�T	��*�%//6���

X���!*� �*�����B��B��B��	*�H�����������������	��	&����������������������	!���	����+��&��*�:��

A��
�����A����6%<";$*�=6/(=6;*�677:��



0 5 10 15 20 25 30 35 40
0

0.05

0.1

0.15

0.2

Distance From Source (x)

R
el

at
iv

e 
M

as
s 

in
 E

ac
h 

Ph
as

e

ADE (cconserv)
No Immobile Phase

Immobile (βCim)

Mobile (Cm)

)( Total mtotC θ

.  

Figure 1.  Spatial snapshots, at t = 20, of the solution to the unretarded (no 
immobile phase) classical ADE, along with the total mass, immobile mass, 
and mobile mass of the retarded (transformed) solutions.  ADE parameters are 
v = 1 and � = 0.1.  The fractional time derivative is order γ = 0.3 and β = 0.1
in the retarded transport equations.



10 20 30 40 50

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.00
0

Immobile (β Cim)

Space-fractional ADE (cconserv)
No Immobile Phase

Distance from Source (x)

R
el

at
iv

e 
M

as
s 

in
 E

ac
h 

Ph
as

e

60

Mobile (Cm)

)( Total mtotC θ

Figure 2. Spatial snapshots, at t = 20, of the unretarded (no immobile phase), 
skewed, 1.5-stable solution to a spatially fractional ADE with v = 1 and � = 
0.1, α = 1.5, along with the total mass, immobile mass, and mobile mass of 
the retarded (transformed) solutions.  In the retarded transport equations, the 
capacity coefficient is β = 0.1 and the order of the fractional time derivative 
is γ = 0.3.
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Figure 3. The mobile solute fractional ADE predicts that mass decline 
converges to Mm(t) = tγ−1/(βΓ(γ)) with time: a) convergence for various γ
when β = 1, and b) effect of varying β when γ = 0.3.
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Figure 4. Linear and log-log plots of the observed fraction of injected mass 
from the MADE-1 bromide plume (circles) compared with a single-rate MIM 
(dashed line) and the fractal MIM (solid line) models. The fractional time 
derivative is order γ = 0.33 and fractal capacity coefficient β = 0.08 d−0.67.  
The initial mobile fraction, due primarily to sampling bias, is 5.0 and 4.7 for 
the fractal and single rate (exponential) models [Harvey and Gorelick, 2000].  
Also shown on the log-log plot is the late time approximation (dotted line) 
given by equation (26).
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Figure 5. Log-log breakthrough curves, at x = 5, of the unretarded solution to 
the ADE, and the solutions to the total, mobile, and immobile time-fractional 
ADEs. All parameters are the same as in Figure 1.
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Figure 6. Breakthrough (arrival) of fluorescent dye 306.4 meters downstream 
of the injection point in a mountain stream.
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Figure 7. Log-log snapshot, corresponding to Figure 2, at t = 20, for the 
unretarded solution to the fractional-in-space ADE and transformed mobile, 
immobile, and total solute solutions.
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Figure 8. Increasing the capacity coefficient β decreases the mobile mass of 
the plume and affects the skewness.
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Figure 9. MADE-1 bromide snapshot 3 (day 179) scaled in time by Cm(x,t) = 
tγ−1t−γ/αCm(t−γ/αx,1) with γ = 0.33 and α = 0.9 (lines) compared with test data in 
the final four snapshots (filled circles).


